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I. EINFUHRENDE BEHANDLUNG VN SCHWINGUNGSAUFGABEN

1. Einleitung

Aufgaben der Schwingungslehre fithren in der
mathematischen Beschreibung stets auf eine oder
mehrere Differentialgleichungen 2.Ordnung. Der
Vorteil des Analogrechners, in einfacher Weise
Differentialgleichungen lésen zu kénnen, pridesti-
niert ihn auch zum universellen Hilfsmittel bei der
Analyse von Schwingungsproblemen. Insbesondere
bei der Behandlung von nichtlinearen Schwingungs-
aufgaben ist er heute unentbehrlich geworden. Zu-
nidchst sollen deshalb die vorbereitenden Arbeiten
zur Nachbildung einer Differentialgleichung 2.Ord-
nung mit dem Analogrechner skizziert werden.

2. Qualitative Nachbildung einer line-
aren Differentialgleichung 2.0Ord-
nung. Einldufiger Feder-Didmpfer-
Masse-Schwinger

Ein schwingungsfihiges System sei nach Bild 1
durch eine Masse m, eine Feder mit der Feder-
konstanten ¢ und einen geschwindigkeitsproporti-
onal wirkenden Dampfer (z.B. Flissigkeitsreibung
auf der Unterlage) mit der Ddmpfungskonstanten d
gegeben, Wird die Masse m zum Zeitpunkt t = 0 um
x(0) = x, aus der Ruhelage (x = 0) gebracht, fihrt
die Masse periodische Schwingungen um die Ruhe-
lage aus.

Bild 1. Feder-Diampfer-Masse-Schwinger

T Federkraft : -exy mik=-dx-cx
| Reibungskraft : —di}}-éi%uir
: Trdgheitskraft: m¥ ) x(0) -0 x(0) -
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Die an m angreifenden Krifte
Federkraft : - cx
Reibungskraft: - d x

stehen zu jeder Zeit mit der
Tréagheitskraft: m X

im Gleichgewicht. Die Ableitung nach der Zeit

d( )
dt

Die Kraftgleichung

ist hier und spiter durch ( ) gekennzeichnet.

mi=-dx-cx
mit den Anfangswerten

x{0) = 0; x(0) = X,

beschreibt somit den zeitlichen Verlauf der
gchwingenden Masse,

Die Gleichung (1) ist nun mit geeigneten Elementen
des Analogrechners (Bild 2) in eine Rechenschal-
tung umzuwandeln, Hierzu 16st man sie nach ihrer
héchsten Ableitung auf und erhilt so die Normal-
form der Schwingungsgleichung 2. Ordnung

X=-0%-wlx (2)
. _d N C
mit 4= o {Dampfungsfaktor) und wg = =

(Eigenfrequenz).

Nimmt man X als bekannt an, erh&lt man je-
weils mit einem Integrierer -k und x (Bild 3).
Danach wird das angenommene X am Eingang des
1.Integrierers durch die nachgebildeten Glieder

- & %X und wg x entsprechend der
Gleichung (2) erfilllt. Die Anfangs-
werte %(0) und x(0) sind dem 1. und

2. Integrierer unter Beriicksichtigung
der Vorzeichenumkehr der Elemente
einzugeben,

X
0 cr g
Der so gewonnenen qualitativen Re-

chenschaltung sind die Geschwindig-
keit x(t) und die Elongation x(t) zu
entnehmen. Soll ebenfalls die Be-
schleunigung X(t) auftreten, kann sie
mit einem zusédtzlichen Summierer
aus den Gliedern mit x und x gebildet
werden,
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Bild 3. Qualitative Rechenschaltung des geddmpften Schwingers




3. Quantitative Nachbildung der
Schwingungsdifferentialgleichung

Das System nach Bild 1 soll folgende Werte haben:

m =1 kpsz/cm; b = 0,2 kps/cm; ¢ = 0,81 kp/cm;

x(0) = 1 cm; x(0) = 0.

Man erhdlt damit die quantitative Differeniia.-
gleichung

¥=-0,2s"1 x-0,81s"2x

mit x (0) = 1 cm;
x(0)=0

Die Zahlenwerte fiir & ( =0,2), ®2(=0,81, %(0) = 0
und x{0) = 1 sind an den Potentiometern der
Rechenschaltung im Bild 3 ohne weiteres einzu-
stellen. Der Rechner liefert sogleich die gesuchten

Funktionen x(t) und x(t).

In vielen Fillen werden jedoch die Zahlenwerte
der Systemparameter nicht einstellbar sein. Des
halb sind im allgemeinen die beiden nachfolgenden
Normierungsoperationen durchzufthren.

3.1 Normierung der unabhédngigen Variablen - Zeit-
normierung

Die Konstanten des nachzubildenden Systems, das
heiflt die Faktoren der Differentialgleichung,
kénnen auflerhalb des am Rechner sinnvoll erfiill-
baren Bereichs von 0,01 bis 1 liegen. Unter
Beriicksichtigung der Eingangsfaktoren ''10' der
Integrierer kann dieser Bereich von 0,01 bis 10
ausgedehnt werden.

z.B. mit den Werten:

m=1 kpsz/cm; d=2kps/cm; c = 81 kp/cm

x (0) = 0; x(0)=1cm
erhilt man die Differentialgleichung
#$=-2s1%_-81s"2x x(0)=1cm

Der Zahlenwert fiir @2 (= 81) ist mit einem
Potentiometer nicht mehr zu verwirklichen.

Derartige Vorginge laufen scheinbar zu schnell
(wog > 1s-1) fiir eine Nachbildung mit dem Ana-
logrechner ab. Gleichungen dieser Art konnen je-
doch durch eine Maflstabsdnderung der unabhén-
gigen Variablen des Problems, der Problemzeit t,
flir den Analogrechner aufbereitet werden. Man

fiihrt dazu nach:
T= At A: Transformationsfaktor (3)

eine dimensionsfreie Variable t(Maschinenvari-
able) ein.

Nach Bild 4 entsprechen

A >1s"!: einer Mafstabsdehnung (Zeit-
dehnung),
A< s 1. einer Maflstabsverkiirzung {Zeit-

raffung).

AX{?\:Z}

Bild 4. Zeitnormierte Funktion

Mit T = At ergibt sich aus der Schwingungsgleich-
ung (2), indem durch 1,2 dividiert und die Ab-

. d( ) _ ) . ! ) ) .
kiirzung T T dr () verwendet wird, die
Gleichung

(5 w
x"= - 7 x' - ? x  mit den Anfangswerten (4)

x'(0) = To; x(0) = xg

Durch eine geeignete Wahl von 4 lassen sich nun
die Koeffizienten dieser Differentialgleichung in
den Arbeitsbereich der Potentiometer bringen. Im
allgemeinen ist

A= w,

zu setzen, wodurch der Koeffizient von x in die
Groflenordnung von 1 kommt.

z.B. Aus der Differentialgleichung des vorherigen
Beispiels liest man ab: A~ w, = Vig1s-2-=

9 s-1, Man setzt nun A = 10 s~1, also gleich

einer Zehnerpotenz, um einfacher umrechnen
zu kénnen und aus spédter noch beschriebenen
Griunden. Die transformierte Gleichung lautet

somit
x" = -0,2 x' -0,81 x
mit x' (O)=X£)=O;x(0)=lcm.

Das transformierte System ist so am Analogrech-
ner einstellbar geworden.

Das Integrierelement (Bild 2) erlaubt nun, liber den
in Stufen wihlbaren k-Faktor (z.B. 1s~1 oder 1051
durch Anderung der Riickfithrungskapazitit) den
Zeitablauf an der Maschine, die Maschinenzeit t%
zu beeinflussen. Es gilt

T=kt" (5)

Fir k = 1 s#1ist somit die Maschinenvariable T mit
der Maschinenzeit t* zahlenmafig gleich.

Aus den Gleichungen (3) und (5) 148t sich die Maschi-
nenvariable eliminieren. Es erygibt sich dann zwi-
schen der Problemzeit t und der Maschinenzeit t*
die Beziehung

(6)

-
.
n
x|
-



Wird also im letzten Beispiel k = 2 = 10s-1 ge-

wihlt, das heifit werden alle Integrierer mit diesem
k-Faktor gesteckt, lauft der Schwingungsvorgang in

"Echtzeit'' an der Maschine ab,

Da aber nur k-Werte von 1, 10, haufig auch 102
und 103 am Analogrechner verwirklicht sind,
konnen nur Systeme, die unter Zeitdehnung

(2 > 1s-1)und Wahl einer Zehnerpotenz transfor-
miert wurden, durch nachtréigliche Erfiillung der

Echzeitbedingung: k = 4

in Problemzeit am Analogrechner wiedergegeben
werden.

Das Bild 5 zeigt die zeitnormierte Rechenschal-
tung aus dem Bild 3 in Echtzeitdarstellung.

o*+7

Bild 5. Zeitnormierte Rechenschaltung des geddmpften Schwingers

3.2 Normierung der abhidngigen Variablen - Am-
plitudennormierung

Liegen fiir die Anfangswerte einer Differential-
gleichung zu grofle Werte vor, Uberschreiten die
Rechengréflen den durch die Elemente gegebenen
Bereiche von -1 bis +1. Extrem kleine Anfangs-
werte wiirden die Elemente unbefriedigend aus-
steuern und zu groflen Fehlern fiihren. Diese ver-
stdrkerbedingte Einschrinkung des Wertebereichs
erfordert eine Normierung (fir periodische Vor-
ginge - Amplitudennormierung) aller an Verstir-
kerausgidngen auftretenden Rechengroflen.

Die zeitnormierte Differentialgleichung (4) fihrte
zur Rechenschaltung im Bild 5. Dort treten x' und
x an den Ausgidngen der Verstdrker auf, die folg-
lich beide normiert werden missen. Fiir eine ge-
gebene Aufgabe werden - mindestens in einem

(‘”_0..{’&)
(XM xm

- X

gewissen Zeitbereich - die zu normierenden

Groflen den Wertebereich T
1 ! 1
- X + 5 1 - '
< x < +x mit xp, lx |max
- + i =
X < x < +x mit x,. jx | max

einnehmen, bzw, durch ihre Maximalwerte divi-
diert in folgendem Einheitsbereich liegen

1

1< F— <o,
x
m
PP
Xm
Deshalb sind x' und x in der Gleichung (4) ent-
sprechend
xl = xl . X'
.. . ' : lies: x-Strich- iert
b 2/\” (x ich-normiert)
(0)=%y, x(0) =iy Un ()
’ X=X- X
T=2'1 m
)("=-£f'— Q)BZX_ (x : lies: x-normiert)
A AL zu substituieren. x' und x

sind dimensionslose Varia-
ble im Maschinenbereich -1
bis +1. 5’ , die normierte
Ableitung, ist in folgendem
nicht zu verwechseln mit
(x)', der Ableitung von x.

x'(0)= %Q; x(0)=xp

Mit der Gleichung (7) erhilt
man iiber

2
(x' x' )’=-éx'x' ——w—?xx
2 *m 12 *m 1_2 2 *m
die zeit- und amplitudennormierte Differential-
gleichung .
x
ws X
(x')'=-éx'-—3~—1r2x mit x' (O)=—2—(Ba)
= A 12 x, — X

Die Aufgabe des 1.Integrierers der Rechenschal-

tung im Bild 6 ist es, diese Gleichung zu inte-

grieren und 5’ zu gewinnen. Der 2.Integrierer er-
rechnet x nach der leicht zu bestétigenden Inten= oot ~

titat
!
X x
_m i' mit x (0) = X—O (8b) .

m

Die Gleichungen (8a, 8b) fiihren in der bereits
besprochenen Weise auf die zeit- und amplituden-
normierte Rechenschaltung im Bild 6.

LA /)
S VY

x(0)= %72; x(0)=xp

1 _ ). ’
lx—f X,
X=X+ X

2
5 + @g Xm

1
(X)= 35 52 T
X Bild 6
(X)'=-—@X’ Zeit- und amplituden-
‘m normierte Rechen-

schaltung



4, Abschiédtzung von Maximal- 4
werten 1

Um eine Aufgabe nach Abschnitt 3.2 zu
normieren, ist es zuvor notwendig, die
Maximalwerte aller in der Rechenschal-
tung auftretenden Variablen zu kennen.

Folgende Méglichkeiten kénnen dieser
Vorbereitung nitzlich sein,

1. Das zu simulierende Svstem ist in der Praxis
bereits genligend bekannt, oder es hestehen
Modelle, an denen die Maximalwerte bereits
mefltechnisch ermittelt wurden.

2. Aus der mathematischen Beschreibung des Sy-
stems mit den Anfangswerten oder den Stor-
groflen konnen unter gewissen Annahmen Maxi-
malwerte abgeschédtzt werden, die im allge-
meinen eine hinreichend optimale Normierung
der Variablen gestatten.

3. In vielen Fillen, besonders beil nichtlinearen
Systemen, ist eine Abschédtzung der Maximal-
werte nicht ohne weiteres moglich. Man gelangt
hiufig schneller als durch eine eingehende
mathematische Analyse zur optimalen Schaltung,
wenn man iiber die Zeitnormierung durch eine
geeignete Wahl von A auf gute Einstellbarkeit
der Koeffizienten programmiert und grob ge-
schitzte, moglichst gleiche Maximalwerte fir
die Variablen annimmt. Der probeweisen Rech-
nung mit der gefundenen Schaltung kann man
dann geniligend genaue Maximalwerte entnehmen
und in einem zweiten Programmierschritt zur
optimalen Schaltung kommen. Ubersteuert bei
der Proberechnung ein Integrierer, so kénnen
die Eingangsgroflen durch vorgeschaltete Poten-
tiometer gentligend herabgesetzt werden.

Fir die lineare Schwingungsdifferentialgleichung
lassen sich die gesuchten Werte jedoch durch ein-
fache Abschitzungsanweisungen gewinnen. Sie
hidngen davon ab, ob das System durch Anfangs-
werte oder durch Stérgrofen in Schwingungen ver-
setzt wird,

4.1 Erregung durch Anfangs-
werte

Wird der lineare Feder-
Dampfer-Masse-Schwinger
im Bild 7 durch die Anfangs-
werte x(0) = x5 und x(0) =

X, erregt, 14t sich die Lo-
sungsfunktion x(t) des unge-
ddmpften Systems (d = 0)
bekanntlich als Uberlagerung
der Teillésungen

X

o
[\

()

Riid 7.

g | o #=-8 - whr
s wof-%
0 m l/—m—}'
~ a : =W
/ m a m VG )
. % o X =@ !
7 = X
3 v m 0 X
! 4 4
Kuhelgge :x=0 Xp

Schwinger durch Anfangswerte erregt

Daraus gewinnt man die Abschitzung fur X

(9a)

Die Ableitung der ungediampften Lésungsfunktion
nach der Zeit ergibt folgende Beziehung zwischen
dem maximalen Schwingweg x_ und der maximalen
Schwinggeschwindigkeit x

X_ = w.x (9b)

m o m

Fiir gedimpfte Systeme (§ > 0) liegen die ge-
suchten Maximalwerte stets unter den nach (9a, b)
zu errechnenden Werten.

z.B. Mit den Werten:
5 =4,5 s'l;wg = 900 s'l; x {0) = 0,3 cm und
X (0) =12 cm/s
flir das System im Bild 7 ergibt sich die Dif-
ferentialgleichung
X=-4,5s"1x-900s-2 x,
die in Echtzeit zu simulieren ist.

Fir die Zeitnormierung T = 4 t wihlt man 4 =
10 s-1, Fiir die Maximalwerte ergeben sich
nach den Gleichungen (9a, b)
x =0,5cm
m
x_=15cm/s bzw. x'_ =1,5cm
m m

Die Maschinengleichungen nach (8a, b) lauten

somit
(x') =-0,45x' -3x mitx' (0)=0,8
‘bzw. (_)5)' =3 x' mit x (0) = 0,6

Zur Echtzeitsimulation ist an der Maschine
k=XA=10s"! zu setzen.

Das berechnete Beispiel fithrt zur Rechenschaltung
im Bild 8. Die Losungsfunktionen _)5' () und x(7)

(x)=-04sx'-3x
X xX(0)=08
(x)'=3x"
— X (0)=0¢
7 A=k=105"7
X

fe] .
— sin w
@, Ot + Xo COS wet

-

darstellen.

Bild 8. Rechenschaltung fiir Echtzeitsimulation




der Schaltung sind im Bild 9a in Abhédngigkeit von
der Maschinenvariablen T und im Bild 8b als
Phasendiagramm (x' aufgetragen iber x) wieder-
gegeben, Die volle Aussteuerung des Einheitsbe-
reichs bestitigt, daBl beide Variablen richtig nor-
miert wurden.

X(T); x'(T)

Bild 9 a. Losungsfunktionen x () und x'(t) der
Schaltung im Bild 8

A XD
+71

Z ,
-7 \SW +

X (T)
7

-7

Bild 9b. Phasendiagramm der Schwingerschaltung
im Bild 8

Bild 10. Rechenschaltung bei freier Wahl von 1

Um den Aufzeichnungen die Problemwerte zu ent-

nehmen, ist -

1. die 7-Achse mit dem festgesetzten A-Wert in
die Problemzeit t umzurechnen. In Bild 9a ent-
spricht so dem GesamtmafRstab T= 15 eine Zeit

2. der Einheitsmafistab flir x' und x nach der
Gleichung (7) mit den Maximalwerten Xm und Xm
zu multiplizieren. So entspricht in den Bildern
9a und 9b der normierten Gréfe x' = 1 eine
Geschwindigkeit von 15 cm/s und x = 1 ein
Schwingweg von 0,5 cm,

Bei Verzicht auf eine Echtzeitsimulation des
letzten Beispiels hitte man auch 1= wg = 30s-1
wéhlen kénnen. Es errechnet sich dann

Xpp = Xm = 0,5 c¢cm und die Maschinengleichungen
lauten jetzt

(x') =-0,15x -x mit x'(0) = 0,8,

(x)' =x mit x (0) = 0,6,
Sie fihren zur Rechenschaltung im Bild 10,

Ein Vergleich mit der Schaltung im Bild 8 zeigt,
dafl sich bei freier - nicht durch die Echtzeitbhe-
dingung eingeschrinkter - Wahl von 4 zwei Poten-
tiometer wegen x}n = X, eriibrigen. Man gelangt so
zur einfachsten Rechenschaltung des gedimpften

Schwingers.

4.2 Erregung durch eine Sprungfunktion

Der Schwinger im Bild 11 soll durch eine sprung-
térmige Anderung der Koordinate Xg Um Xgmy erregt
werden. Die Differentialgleichung des Schwingungs-
vorgangs lautet jetzt
X = -4x - wg (x - st mit den Werten
(10)

x(0) = 0; x(0) = 0 und Xg 7 X

sm
Unter dem EinfluBl einer derartigen Stérung kann
im ungeddmpften Fall die L&sungsfunktion x(t) die
doppelte Sprunghthe, nédmlich 2 Xgms erreichen.
Im stark geddmpften Fall wird x(t) zumindest Xg
Man erhidlt so die Abschédtzung

m"*

Xm = 2 Xem (11a)
Die ungeddmpfte Schwingung wird eine Amplitude

von xm/2 um den Mittelwert x haben. So ergibt
sich entsprechend der Gleichung (9b) fiir den Maxi-

malwert von x,,, die Beziehung

X |
(x)V=-07x'-x fm T2 Potm (110)
o x'(0)=08
z.B. Das System im Bild 11
(dr)’z_{/’ habe die Werte:
-« X(0)=0¢6 u)g = 900 s-2; Xgm = 0,5cm

dsei im Bereich zwischen
0 und 30 s-1 veridnderlich.

Fir die Zeitnormierung
wihle man 4 = w, = 30 s~ !



X . I X (Z)
Y AN Yo~ T y d K==6 X -@E(x-x,)
AN r o s
, d ™ a
7
r—l 6:7_2’_ XA X'm—2/\f5m
7 L=
Bild 11 X P 7 O x
Schwinger durch b i > - mT o %Wp
Stérfunktion X erregt a2
Nach den Gleichungen (11a und 115} erndlt
man die Maximalwerte
1}_{’(‘1’)
7..
x =1lcm
m
%X =15cm/s bzw. x'_ = 0,5 cm
m m
und damit die Maschinengleichungen
5 X
(x') =-fx - 2x+x mitx =—=1 y (T
— —_— sm
(x) =0,5x
Der Potentiometerwert % liegt zwischen Ound1.
. . - . —7i
Die Rechenschaltung dieses Beispiels zeigt das 4

Bild 12. Einige charakteristische L6sungskurven

far L sind im Bild 13 wiedergegeben.

A

Bild 13 b. Phasendiagramm fiir Schwingschaltung im
Bild 12 fiir % = 0,1

4.3 Erregung durch eine
+Xg periodische Stérung

~N N

Das System im Bild 11 soll
= durch eine periodische St&-
()()’= 95 x’ rung entsprechend

X =X - sinw t

/ s “sm
7 erregt werden. Die be-

schreibende Differential-
gleichung lautet nun

»|o,

Q

~

———o-7(=xg)

) X:-éfi-wg (x-x___sinwt)(12)
Bild 12. Rechenschaltung fiir sprunghafte Stérung sm
Die maximale Amplitude der
Lésungsfunktion x(t) hdngt in
(T diesem Fall
.
+7¢ 1. von dem Verhélnis der
a7 erregenden Frequenz w
93 L zur Eigenfrequenz w, ab.
7.0 Fiir w = wp erreicht die
95t 1 erzwungene Schwingung
ihren groften Wert (Re-
sonanz).

4 } . . .
0 0 20 0T 2. von der Ddmpfungsgrofle
d des Systems ab. Im
Resonanzfall wird fird =
Bild 13 a. Schwingweg bei sprungférmiger Erregung (Schaltung Bild 12) 0 die Amplitude co.

R




Fiir Ddmpfungen d > 0 und w =
Wq erreicht die erzwungene
Schwingung folgende Maximal-

werte
s (13a)
*m T3 Ysm a
km =W, x (13b)

z.B. Der Schwinger im Bild 11
habe die Werte:

-1 2 2

0=175s ,w5=900s"
und werde durch x5 = 0,2 cm -
sin w t erregt. Die Frequenzw

indere sich von 10 bis 100 s- 1,

Flir die Zeitnormierung wihle man wieder 4= 30 gl
Mit den Gleichungen (13a, 13b) erhdlt man die
Maximalwerte

Xm ~

- H -
% =24 cm/s bzw. x = 0,8cm

4:-0,2cm = 0,8cm

Die Normierung von Gleichung (12) fihrt zu den
Maschinengleichungen

(x') =-025x" -x+ 0,2551‘11%1

(x)' =x".

Im Bild 14 ist die Rechenschaltung dieses Beispiels
wiedergegeben. Das Bild 15 zeigt die erzwungene
Schwingung x(7) in Abhingigkeit von der linear
verdnderten Stérfrequenz w. Die notwendige Stor-
schwingung wird nach der Schaltung im Bild 17
gewonnen.

(52
)

7

x(T)

Bl

Biid 15. Erzwungene Schwingung bei einer verin-
derten Storfrequenz w - Schaltung Bild 14

10

025 o
\J_Q—*-S/” T T

Bild 14. Rechenschaltung: Schwinger mit periodischer Stérung

Bild 16. Amplitudenstabiler Sinus-Cosinus-Oszillator

Abschétzungsformeln fiir Maximalwerte:

Differentialgleichung: X = - dx -wg (x - xg)

Anregung .
durch: m m

Anfangswerte
x(0) = x4

%(0) = %,

Sprungfunktion

m = “

Periodische
Storung

Xg = Xgm Sinwt - Fxsm X = WoXm

5. Erzeugung unge-
démpfter Schwin-
gungen

o )=-025 x - x+ 025 sinLT
X %

) 7
(x)'=x Ungeddmpfte Sinus- oder

Cosinusschwingungen wer-
den als periodische Stor-
funktionen fir Schwingungs-
systeme oder auch zur
Frequenzganganalyse be-
nutzt. Dazu sollte die
Kreisfrequenz w dieser
Schwingung von Hand oder
nach einer vorgeschriebe-

benen Zeitfunktion geiindert werden kénnen,

Eine Schaltung fiir eine ungedimpfte Schwin-

gung ist aus der normierten Schwingungsglei-

chung im Bild 6 fiir § = 0 zuerhalten. Da %,
¢ we

A

er

. . m .
= Wo X, ergibt sich flir —— der Wert . Die

. . - m .
beiden noch verbleibenden Potentiomet er-
@

0
@ halten so den gleichen Wert — . Fordert man

am Ausgang des 1. Integrierers - x' = sin

Wo

L mufl der Anfangswert x’(0) = 0 gesetzt

werden. Am Ausgang des 2.
we

fir X = cos e T der Anfangswert X (0) = 1,

Integrierers wird

Die so gewonnene Schaltung im Bild 18 crzeugt
somit an den eingezeichneten Stellen eine unge-

ddmpfte Sinus- und Cosinusschwingung, die fiir




505'/%@1)

Bild 17

Sinus-Cosinus-Oszillator

(T)

mit variabler Frequenz

w

¢} .
alle einstellbaren Werte von T (mit der Eingangs-

wertigkeit der Integrierer bis 10) normiert ist.
Durch gleichzeitiges Verdndern der beiden Poten-
tiometer 148t sich die Frequenz der Schwingung
variieren,

Soll die Frequenz nach einer bestimmten Funktion
w (7) veridndert werden, miissen beide Potentio-
meter durch Multiplizierer ersetzt werden, die die
Variable w(t) in der Schaltung wirksam werden
lassen (Bild 17). Eine genauere Analyse der
Rechenschaltung fordert allerdings, dafl die Ande-
rung von @ geniigend langsam erfolgen muf,

Bedingung: o (7) 7 < w(r)

um eine stérende Amplitudendnderung zu vermeiden.

Auch die Fehier der Rechenelemente kénnen

<}__] A
bei lingeren Rechenzeiten zu unerwiinschten Ab-
weichungen von der Anfangsamplitude fihren.

Flir Resonanzuntersuchungen ist aber eine lber
lange Zeit stabile Amplitude notwendig. Sie ist
durch zwei Rickfitlhrungen (in den Bildern 16 und 17
gestrichelt dargestellt) zu erreichen. Die Rick-
fihrung Uber das mit kleinem Wert eingestellte
Potentiometer entspricht einer geringen negativen
Dampfung und bewirkt eine langsame Anfachung der
Schwingung. Das gegeneinandergeschaltete Zener-
diodenpaar erzeugt dagegen eine starke Ddmpfung,
sobald die Spannungsamplitude die Durchbruchs-
spannung der Diodenanordnung iibersteigen mochte.
Durch eine geeignete Wahl der Dioden kann so eine
Begrenzung bei der EinheitsgriéBe 1 erfolgen. Bei
diesem Wert stabilisiert sich die Amplitude der
Schwingung. Die Verzerrung der Kurvenform ist
durch einen kleinen Wert des Anfachpotentiometers
vernachldfligbar klein zu halten.

11
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I NICHTLINEARE UXND KONTINUIERLICHE SYSTEME MIT LOSUNGEN

1. Nichtlineare einldufige Schwinger

Ein System und somit die beschreibenden Differen~
tialgleichungen sind nichtlinear, wenn die abhingi-
gen Variablen oder deren Ableitungen von anderem
als 1. Grad auftreten, d.h. wenn man Glieder der
Form: x x, x2, f(x), x x2, sin(x) usw. vorfindet.
Methoden, die durch Superposition von Einzells-
sungen zur Lo&sung fithren, scheitern bei nichtline-
aren Differentialgleichungen ebenso wie das Ver-
fahren der Laplace-Transformation.

Deshalb kommen gerade bei nichtlinearen Aufgaben
die Moglichkeiten des Analogrechners voll zur Gel-
tung. Er wird grundsitzlich so wie bei linearen
Differentialgleichungen programmiert. Abgesehen
von der hédufig umfangreicheren Vorbereitung tre-
ten keine zusétzlichen Schwierigkeiten auf. Aller-
dings miissen jetzt neben den Variablen auch Funk-
tionen normiert werden.

An einigen Beispielen sollen die Methoden skizziert
werden, Wenn diese vornehmlich aus dem Bereich
der mechanischen Schwingungen ausgewidhlt worden
sind, so geschah dies wegen der héaufig gréfleren
Anschaulichkeit derartiger Systeme,

1.1 Mathematisches Pendel bei kleinen und grofien
Ausschlégen

Die Moglichkeiten des Analogrechners zur Lésung
nichtlinearer Systeme lassen sich gut am mathe-
matischen Pendel bei verschieden groflen Aus-

Bild 1. Mathematisches Pendel

schlédgen und beim iiberschwingenden Pendel stu-
dieren, wenn eine starre Pendelstange vorausge-
setzt wird.

Das in Bild 1 dargestellte Pendel der Lidnge 1 fihrt
nach Aus.lenkur.lg um @ (0) = @g oder (und) angesto-
en mit@(0) = ¢, freie Schwingungen um die Ruhe-
lage ® = 0 aus. Die Bewegungsgleichung auf der
Erdoberfliche (Erdbeschleunigung g) ergibt sich
aus dem zu jeder Zeit giiltigen Momentensatz

m12&5=-mglsin(p zZu ('13=-%sintp (1)

mit den Anfangswerten @(0) =@, (ﬁ(O) =¢-’0

a) Linearisiertes Pendel

Fiir kleine @, d.h. flir sin@p~ @ , ergibt sich daraus
die linearisierte Pendelgleichung

o -ﬁ .
4 107

Diese zuvor behandelte ungedampfte lineare Diffe-
rentialgleichung 2. Ordnung hat die harmonischen

Lésungen sin wot und coswot, wg = |/% ist die
Eigenfrequenz des linearisierten Pendels,

Wenn bei gréferen Ausschlidgen keine Linearisie-
rung der einfachen Gleichung (1) mehr erlaubt ist,
wirde die analytische Behandlung bereits auf
elliptische Integrale fihren. Am Analogrechner
geniigt eine Nachbildung der Sinus-Funktion, die
in verschiedenen Féallen im folgenden gezeigt wird,
um die Lésung zu gewinnen,

Zur Normierung der Pendelgleichung sind die
Maximalwerte @y und @, erforderlich. Fir kleine
@sind die Abschédtzungsformeln fiir die lineare

‘Differentialgleichung zu benutzen., Fiir gréBere ist

eine Beziehung zwischenqlvm und @ aus dem Ener-
giesatz zu gewinnen, den man durch Integrationder
Schwingungsgleichung erhalt

1 2/ 1\ 2
2 ml (¢m) = mgl(]—costpm) .

Mit wy = v% ergibt sich daraus

¢ =o

- 0 2 (l-cosq)m) (2)



Bei Schwingungen bis zum oberer Unmqenr: Lrvse
kann somit

Pt ®,c 2w (3)
benutzt werden.

Mit den Normierungsbeziehungen

T=1t, P=9@ , ®=¢ ¢
- m - I

erhdlt man durch Multiplikation von Gleicnung (1)

L1 1 . . Lo e
mit — * —— die normierte Pendelig.eicung
PR
i wg? .
(9) = - -;2‘ — sin (‘Dmf)
m
und bei freier Wahl von A= wg
1
W o s
(@) = - o sin (@_0) (4)
m
mit den Anfangswerten
® ®y
g0 = 2% B0 = =
m m

Die zweite triviale Gleichung fir ()’ soll hier und
nachfolgend nicht mehr gesondert geschrieben wer-
den.

Nach Gleichung (4) ist die allgemeine Rechenschal-
tung in Bild 2 gebildet worden,

-sin (4, 2}

Bild 2. Allgemeine Rechenschaltung des
mathematischen Pendels

Je nach dem Bereich von @, kann am Analogrech-
ner die Sinus-Funktion auf verschiedene Weise er-

zeugt werden. Diese Mo&glichkeiten sollen im einzel-

nen diskutiert werden.

b) Pendel mit groen Ausschligen

Liegen die Werte fiir @, im Bereich @, < goder
P,S 7T, soist die Funktion sin(®,,@) bereits nor-
miert. Man verwendet in diesem Fall am einfach-
sten die in den Rechner einsetzbaren festeinge-
stellten Funktionsgeber

A = sin (g E) oder A =sin (WE).
®,, ist demnach /2 oder @ zu wéhlen, Derartigen
Funktionsgebern mufl + E und - E zugefiihrt wer-
den., Durch Vertauschen der Eingidnge ist die ne-
gierteSinus-Funktion zu erhalten,

Nimmt man %y, =7 an, so ergeben sich fiir die Po-
tentiometer in Bild 2 folgende Werte:

Pot (1): —— = === 0,5
@ 2w
m 0
! 2w
m 0 2 .
1 . - = — = 5 .
Pot (2) o 19 = =0,636
m m

Liegt®,, jedoch nicht in der Nihe von %/2 oderm,

und mochte man die dann eintretende schlechtere

Aussteuerung der Integrierer vermeiden, so ist mit
den wirklichen Maximalwerten zu normieren und in
der Rechenschaltung ein Pot (3) einzufigen, daf den
m
71’/2
bildet dann wieder richtig:

Wert oder % erh&lt, Der Sinus-Funktionsgeber

11 1
z.B. - sin [n‘?_‘rg QJ= - sin (q)m@'

¢) Pendel mit kleineren Ausschligen

Fir 0,1 < @, < /2 ist ein Festfunktionsgeber we-
gen mangelnder Aussteuerung nicht empfehlenswert,
Ist z. B, Py, = 7Y/6 (= 309), so erreicht der Funk-
tionswert sin (P,®) maximal £ 0,5. Jetzt sollte bes-
ser ein einstellbarer Funktionsgeber verwendetund
eine spezielle Normierung der Sinus-Funktion wie
folgt vorgenommen werden:

sin !w 4
- m—

sin @ @ = Sing sing .
m
sin q;mg
Im Funktionsgeber wird jetzt die Funktion Sine

n@
m

durch einen Polygonzug approximiert, Der Faktor
sin@ , um den die Sinusfunktion nun gréfer nach-
gebildet wird, ist dann in Pot. (1) der Schaltung zu
berilicksichtigen.

Fur® = 7/6 und somit nach Gleichung (2)

‘p;n ={2(1- 3 V3) = 0,52 erhalt man folgende
Werte fiir die optimale Simulationsschaltung:

N S S O
Pot (1).T81n 6052 2 0,97

m

@'

m _ 0,52 _
Pot(2).¢—r'n'-—7‘%/?-0,99.

d) Uberschwingendes Pendel

Fiir Pendelliberschlige, ¢ > , die natiirlich nur
bei angestoflenem Pendel (§0) > 0) erhalten wer-
den, sind Funktionsgeber bisher genannter Art
nicht brauchbar, da sie mit geniigender Genauig-
keit eine Sinus-Funktion nur iiber eine Periode
nachbilden kénnen. Eine Funktion sin @ einer Vari-
ablen @(r) ohne Beschrinkung in der Periodenzahl
kann aber als Losung der ungedampften Schwin-
gungsdifferentialgleichung erzeugt werden, wenn
liber die Ableitung @' verfiigt werden kann. Leiten
wir zuniechst eine solche Funktionsgeberschaltung
ab.

Setzt man

A, = sing, A

1 = cosQ,

2

so findet man durch Differentiation nach 7 die bei-
den zugehdrigen Differentialgleichungen 1, Ord-
nung
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A'1 = AZ(P’, Afz = - Alw'

mit den Anfangswerten:

A (0)

1 = Smwo, A_(0) = cosg, -

2
Da Ay und Ag definitionsgem&R normiert sind, lau-
ten die normierten Differentialgleichungen

'

(A) = A, @ @, (A) =-a

o o
1 2 2 1 ¢

m-—

(5)

In Bild 3 sind die Rechenschaltung sowie das Sym-
bol dieses speziellen Funktionsgebéfs dargestellt.
Danach sind aus der normierten Ableitung @' die

in Bild 4, in der fir die Anfangswerte Potentiome-
ter mit zwei Eingidngen vorgesehen §ird.

Der zweite Integrierer fiir @ ist demnach nur noch
notwendig, wenn @ selbst von Interesse ist, Im all-
gemeinen wird man zur Darstellung der Schwingung
die in kartesischen Koordinaten (Bild 1) verwenden.
Es sind dazu

Y = -1lcos@gund X = ] sing

auf ein Registriergerét zu geben. Beide Rechen-
groflen sind fiir eine Einheitsldnge (1 = 1) der
Schaltung zu entnehmen,
An der Maschine bestétigt man leicht, daf
fiir

O-m% ®(0)= 0,5, '(0)= 0 und cosg, = -1, singy =0

+ oder fir
Sin

S ®(0) =0, _g)'(O) =0,5 cos@g=+1, singy = 0

gerade der obere Umkehrpunkt erreicht
wird, Die Schaltung entspricht der ge-

Bild 3. Sinus-Cosinus-Funktionsgeber

Funktionen sing und cos @ jeweils mit beiden Vor-
zeichen zu erhalten. Allerdings ist 2' mit beiden
Vorzeichen zuzufiihren und ‘P'm an zwei Potentio-
metern einzustellen., Selbst unter Verzicht auf
eine gute Aussteuerung der Multiplizierer sollte
(p;n nicht durch ein Potentiometer vor diesem
Funktionsgeberelement verwirklicht werden. Das
Potentiometer wiirde aussteuerungsabhingig be-
lastet, da die Multiplizierer eine nichtlineare Last
darstellen, und man miifite es deshalb mit einem
zusatzlichen Verstédrker vom Eingang des Funk-
tionsgebers abtrennen. SchlieBlich miissen noch
die Anfangswerte sin®; und cos?y eingegeben wer-
den, weil es sich hier um ein nichtlineares Inte-
grierelement handelt, was auch im Symbol zum
Ausdruck kommt.

Mit der entwickelten Funktionsgeberschaltung soll
jetzt eine normierte Rechenschaltung fir ein Uber-
schwingendes Pendel abgeleitet werden., Wenn die
Pendelmasse die hochste Lage gerade durchlaufen
kann, ergibt sich fiir die maximale Winkelgeschwin-
digkeit nach Gleichung (3) der Wert ‘P'm = 2.’Wir
wollen das Pendel bis zum doppelten Wert P, = 4
untersuchen. Aus dem von - bis +w reichenden
®-Bereich lassen wir -22<®P < + 2@y, = 27) zu,
d. h. zwel Umliufe des Pendels.

Aus Gleichung (4) erhaltenwir mit

m =

2und @' =4
m m

die Maschinengleichung

ne

($) = - 0,25 sin (2779) (6)
mit den Anfangswerten
P! ®
' >_.(l. G-)_( ) = U

iont

wollen wir positive und negative Anfangswerte ein-
stellen kdnnen, so ergibt sich die Recheunschaltung
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wiinschten Normierung.

Wird im letzten Fall @'(0) > 0,5 gesetzt,
so wird das Pendel iib_erschwingen und,

da es ungeddmpft angenommen wurde,
fortwédhrend in gleicher Richtung umlau-
fen.

Das Phasendiagramm der Schwingungen ist fir ver-
schiedene Anfangswerte in Bild 5 wiedergegeben.
Das hin- und herschwingende Pendel hat geschlos-

(iz’j’rﬂ,iiy/'n (275_90)

/ 2
X y. O”—m&%

Bild 4. Rechenschaltung des iiberschwingenden
Pendels

\
J ) y

Bild 5. Phasenkurven des mathematischen Pendels
ob2n: in positiver @-Richtung liberschwingend
mitte: um ®= 0,27, -2 usw. pendelnd

unten: in negativer @-Richtung Uberschwingend



sene Phasenkurven um 0, +27 -2 usw,
rechts und links laufenden Wellenkurwe -
chen der recht oder links herum tberscnwingenden
Masse.

1.2 Schwinger mit nichtlinearer Ddmyiuneg

Die mathematische Analyse eines Rinrencszilla-
tors fihrt zu einer Differentialgleichung i einem
nichtlinearen Dampfungsglied;, das eine Se.bster-
regung der Schwingung bewirkt, Mit guter Anndhe-
rung ldft sich die Spannung U am Schwingkreis

(L, C) eines solchen Oszillators durch foigende
Gleichung beschreiben:
.. 2, .
LCU-(a-fU)U+U=0,

eund f§ sind Parameter, die Konstanten der Riick-
kopplungsschaltung und der Réhrencharakteristik
enthalten,

Fihrt man nach EB U2 = x2 eine dimensionslose

1
Ei fre-
—VT_JT ( igenire
quenz) eine Zeittransformationt = 1t durch,

GrofBe x ein, sowie mit 4 =

so erhé&lt man mit a = % die nach van der

Pol benannte Differentialgleichung

x"=a(1—x2)x' - x (7)

Dieses System soll fiir Werte 0 < a < 2,5
untersucht werden.

Vergleichen wir diese Gleichung mit der line-
aren Schwingungsdifferentialgleichung, so se-
hen wir anstelle des Dampfungsfaktors (-9)
hier + a(1-x ) stehen. Fiir kleine Amplituden
(x < 1) ist somit eine Anfachung der Schwin-
gung zu erwarten, die durch schaltungsbeding-
te Stérungen geringster Art auch ohne An-
fangswerte ()'co =0, x{(0) = 0) eintreten wird.
Fiir x < 1 wechselt das betrachtete Glied das
Vorzeichen und wirkt dimpfend. Dieses ge-
gensinnige Verhalten wird bei dem freien
Schwinger dazu fiihren, dafl er sich bei einer
bestimmten Amplitude stabilisiert.

-7

Die notwendige Abschitzung der Maximalwerte
ist jetzt aus Anfangswerten nicht mehr mog-
lich, da diese fiir a > 0 nach wenigen Schwin-
gungen bedeutungslos sind. Nur Anfangswerte,
die zunédchst gréBere Amplituden als bei der
stationdren Schwingung erzeugen, sind bei Be-
ginn der Simulation zu beriicksichtigen.

Eine Abschitzung von Xm aus der Bedingung
fiir die stationdre Schwingung (1-x2) ~ 0 ist

wegen mangelnder Kenntnis der Kurvenform
nur grob méglich, Einer Versuchsschaltung 7

'

Mitx = xx und x'=x'x' erhalten wir aus

m
Gleichung (7)
X
2
(i'), = a(l - X;n (_)5)2)_)5' - meE (8)
: \ m

mit den Anfangswerten
= ! 1 . =+
XO/Xm' 2(0) XO/Xm

Die eingesetzten Maximalwerte ergeben schlieflich
die Maschinengleichung

\

(x"' = 4a(0,25 - (5)2 "o 0,4x. (9)

Danach wird die Rechenschaltung in Bild 6 gewon-
nen, Die nichtlineare Klammer der Gleichung ist
mit einem Multiplizierer nachgebildet, dessen
Ausgangsverstdrker gleichzeitig die Addition der
Konstanten vornimmt. Das Potentiometer (0,4a),
o+7 o-7
x(0)=07

X = Xm=8

(x')=4a(0,25-(x)°) X~ 4 x

Bild 6. Rechenschaltung der van der Polschen
Differentialgleichung

AL

A
v

SN

RS

wird leicht zu entnehmen sein, daf fiir alle
a gilt:

I

X =2,
m

Auch filir xp, kann zunidchst nur ein Wert ~ Xm
abgeschétzt werden, da fiir kleine a die Eigen-
frequenz gleich 1 ist. Fir gréBere a, d.h. fir
gréBere Verzerrungen der zunichst sinusfér-

migen Loésung, ist sicher x;n > Xm. Auch hier

LT )
/ ~,

zeigt erst die Versuchsrechnung, daB im zu
betrachteriden Bereich fiir a gilt

Losungskurve Phasenkurve

Bild 7. Lésungskurven X (7)und Phasenkurven x'
Uiber x fiir drei Parameter a




das das nichtlineare Verhalten des Schwingers be- Mit den Systemkonstanten erh#lt man aus Gleichung
stimmt, erreicht fir a = 2,5 gerade den Maximal- (o) -
wert 1. Um einen definierten Beginn der Schwin- .. . 2. -2 -2
= _ + - .
gung zu erreichen, werden fiir die Untersuchungen X 0,2x+ (0,1 -x7)s "x+0,15 7 sinwt
Anfangswerte x'(0) = 0,1 und x(0) = 0,1 angenom- Die Normierung erfolgt mit
men, 1
= = - = . Y=oyt

In Bild 7 sind Lésungskurven x(r) und Phasenkurven TEAt(A=1s ), x x- 1, x x' - 0,5
x' (x) fur verschiedene a aufgezeichnet, und fiihrt zur Maschinengleichung
Mit wachsendem a stellt sich die Schwingung mit N , 2 @

= - - T
konstanter Amplitude schneller ein, gleichzeitig (x) 0,2x"+2{0,1 - ()" |x+0,2sin A (13)

nehmen die Periode der Schwingung-tihd die nicht-
lineare Kurvenform zu, was besonders eindrucks-
voll aus den Phasenkurven ersichtlich ist. Schlie3-
lich wird bei a = 2,5 praktisch der Einheitsbereich
ausgenutzt und damit die richtige Annahme der
Maximalwerte bestitigt.

1.3 Bistabiler Schwinger

Als Beispiel fiir einen Schwinger mit nichtlinearen
elastischen Eigenschaften soll ein System mit zwei
stabilen Lagen betrachtet werden, das einer peri-
odischen Stérung

X =X sinwt
s sm
unterworfen ist. Die Differentialgleichung des 05~
Systems lautet
By
. . - - X
x=-éx+(a—x2)-xsz+xss2 (10) é
va <
Vergleichen wir mit der linearen Schwingungs- 7
gleichung, sg ist das Glied der riickstellenden Fe-
derkraft {(-wgx) jetzt + (a - x2) x g2
Fiir kleine x (x< )a) liegt demnach eine vom Zen-
trum x = 0 wegtreibende Kraft vor. Die Gleichge- 05

wichtslagen des Systems ergeben sich aus (a-x2) =0
zu Bild 9. Das elastische Glied des bistabilen Schwingers

x12=iV;, (11)

=
Die Eigenfrequenz wg fir Schwingungen um die
Ruhelagen berechnen wir aus der Ableitung des X L _op3
elastischen Glieds, die der Federkonstanten bei - W\/‘M A
der linearen Differentialgleichung entspricht. Wir |
d 2.} 21 o + f
erhalten V& (a-x")x = Va - 3x” und fir x = — Ya 0 7(}01 2(71 ,30'01 aa’o
T
_ -1 |
wo = l/2a s (12) \ﬂ WN\""’/
Nach diesen allgemeinen Betrachtungen soll nun
ein solches System mit den Konstanten -7
-1 Bild 10. Bistabiler Schwinger mit periodischer
6=0,2s , a=0,1 Stérung unterhalb der Eigenfrequenz
untersucht werden, w
a) U ) T 058 e) Us
Gleichung (12) erlaubt es, ¥ @ *LX‘,/;,,—‘\‘ o w
eine Eigenfrequenz von - x T N\ il A
-1 a5+ g5+ \ 05
etwa 0,5 s~ anzugeben, R \
und mit x,., = woxy, (fir N \ \ \
die linearI::1 Differ%lntial— T AN Ly @ '
. - : N IR 7 X 7 -7 Wz 7
gleichung giiltig) eine Be- R - ) =
ziehung x__ = 0,5 s~ x N /o
g *m ° m =05 -g51- 4 -G 5t

abzuschidtzen, Eine Ver-
suchsrechnung wird letz-
teres bestitigen und -7= -7 -7-
gleichzeitig zeigen, daf
eine Stdéramplitude von

Xgm = 0,1 etwa ein x,,= 1 a) unterhalb der Resonanz, b) in der Nihe der Resonanz
erzeugt. c) oberhalb der Resonanz

Bild 11. Phasenkurven des bistabilen Schwingers
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Die Rechenschaltung ist im Bild 8 wiedergegeter.
Die notwendige Storfunktion wird nach der Schal-
tung im Bild 16 ( Teil I ) erzeugt. Der Rechnung
kann nun die das elastische Glied charakterisieren-
de kubische Parabel mit den beiden stabilen Lagen
entnommen werden (Bild 9). Bild 10 zeigt das *v-
pische Einschwingen in die stabilen Lagen. Der
Wechsel wird durch die hier sehr niederfrequente
Stérung verursacht. Der Einflu@ der Stérfrequenz
ist aus den Phasenbildern (Bild 11) zu ersehen.

Mit steigender Frequenz wird der Wechsel zwischen
den Stabilitdtspunkten schneller; in der Resonanz
geht die Schwingung iiber beide Lagen hinweg und
pendelt schlieflich oberhalb der Resonanzfrequenz
nur noch um eine Lage. Bild 12 zeigt letztlich noch
die Phasenlage zur Stérschwingung.

7

_7L -7

Bild 12. Bistabile Schwingung in Abhingigkeit von
der Stérgroéfle

2. Mehrliufige Schwinger

Besteht ein schwingungsfihiges System aus n in
einer Richtung gegeneinander beweglichen Teil-
systemen (z.B. Massen) und hat es somit n Frei-
heitsgrade, so filhrt die mathematische Beschrei-
bung auf n Differentialgleichungen 2, Ordnung.

Sind die einzelnen Differentialgleichungen linear
(lineare Systeme), kann das Superpositionsprinzip
zur Losung angewendet werden., Auch die Methoden
der linearen Regelungstheorie fihren schnell zum
Ziel, Bei genauerer Analyse praxisnaher Systeme
stoft man aber meist auf nichtlineare Differential-
gleichungssysteme, bei deren L&sung der Analog-
rechner, wie schon im vorangegangenen Abschnitt,
ein angemessenes Arbeitsfeld findet.

2.1 Zwei-Massen-System mit nichtlinearem
Dimpfer

Das in Bild 13 dargestellte System aus zwei federnd
gelagerten Massen findet praktisch bei allen Fahr-
zeugen seine technische Realisierung. Jede Achse

Bild 13. Zwei-Massen-System
eines Fahrzeugs, auf dessen Rédder gleichzeitig

eine Schwingungsanregung durch zg wirkt (z. B.
Schienenstdfle), so dafl sich Rad und Rahmen senk-

recht verschieben, kann durch dieses ebene Er-
satzmodell nachgebildet werden. Bei der Radfede-
rung eines Automobils wiirde den Systemkonstanten
folgendes entsprechen:

m, Masse der Radaufhdngung und Réder

m, halbe Aufbaumasse

¢ Federkonstante der Reifen

<, Federkonstante der Achsfederung

d2 Dampfungskonstante der Stodimpfer

Wenn die Koordinaten z;j jeweils auf die Ruhelage
ihrer Massen m; als Nullpunkt bezogen werden, so
iauten die Bewegungsgleichungen des Systems

m, z. =-d. (2, - z,)

1 %1 21 T % zy) -

—cr)(zl* 5
z, - 2,)

g Zg =~ dglzy - zy) - cylzy) - 2y)

Sprungférmige Storungen zy = zgp, und periodische
Stérungen zg = zgy, Sinwt sollen das System erre-
gen.

Wir wollen folgende Systemwerte fiir die Normie-

rung annehmen
N
m, = 4 kps”~/m c, = 32000 kp/m
m, = 50 kpsz/m c, = 8000 kp/m
d, = 100 kps/m fir (il-i2)<o
=0,02m.

10 kps/m fiir (29-2,)>0 Zom

Das nichtlineare Dampfungsglied trdgt dem Verhal-
ten eines realen StofRdampfers Rechnung, der bei
entspannender Feder wesentlich stirker ddmpft.
Eine Normierung von do entsprechend

1 fir (é1-£2)<0

d, = D 100 kps/m D

2 (15)

“lo,1 fur (2,-2,)>0

2

ist empfehlenswert.

Mit den Systemkonstanten erhalten wir folgende
Gleichungen

-1 .
1 -25s D(Z1

. -2 -2
z —22)-20005 (zl—zz)-BOOOS (z,-2

1 0)
). (16)

- 28

i

L -2
D - - -
9 (z 21) 160s “(z,-2

2 1

Fiithren wir eine Normierung des Differentialglei-
chungssystems durch.

Fiir die Eigenfrequenz des 1. Teilsystems

@y, = Y2000 + 8000 s~ ! = 100 s-1 erhalten wir den
grofleren Wert und setzen deshalb

T =At, mit & = 100 s_] (17)

um die Zeitnormierung durchzuflihren.

Fir die Maximalwerte ist zu beriicksichtigen, dafl
die héheren Amplituden bei periodischer Stérung
auftreten, #§0 daf wir nach folgenden Formeln ab-
schitzen

2z =
Om m

w
z =Tuz (18)

m “0%m -
Aus Gleichung (16) entnehmen wir die notwendigen
Werte fir wgi und d; und errechnen

17



S O _100s7" c4a
1m (51 Om 25 S-l Om Om
: = z =400 s‘1 bzw. z' =42
1m  ®01°m “0m T T1m 0m
und fiir das zweite Teilsystem
ZZm ~ 6 ZOm
. -1 ,
Zom 70 s 20m Zom =~ 0,7 20 -

Es ist nun zunichst nicht sinnvoll, gewau mit denso
geschitzten Maximalwerten zu normieren. Es wiirde
zu vielen unterschiedlichen Faktoren fihren und ent-
sprechend viele Potentiometer in der Schaltung ver-
langen. Auflerdem kann die Wirkung des nichtlinea-
ren Glieds, das diese Faktoren beeinflufit, noch
nicht iibersehen werden. Schlieflich kénnen Ande-
rungen der Maximalwerte von einzelnen Variablen
auch noch in der Schaltung vorgenommen werden,
was hiufig schneller zur optimalen Lésung fihrt.
Wir wollen darauf noch zuriickkommen,

Bis auf z: liegen alle Abschitzungsfaktoren inder
Né&he von 6. Um moglichst viele gleiche Maximal-~
werte zu erhalten, sollte deshalb gewdhlt werden:

= 7' = = ' =
z 2l T Zom T 9 %00 Zhm 0,1q20m (19)

mitq =6 .

Hiermit ergeben sich aus Gleichung (16) durch Mul-

1 1 . . .
tiplikation mit — - P die normierten Gleichungen

12 im
(2})' =-0,25D (2! - 0,1 2) - 0,2(z,-2,) - 0,8(z, -ézo)
oo ' 1y (o -
(22) 0,02D (22 10 Zl) 0,16(42 Zl) .

Um die Klammerausdriicke, die ja von einem Re-
chenelement gebildet werden miissen, in beiden
Gleichungen anzugleichen, formen wir noch wie
folgt um

I

(i)'
(zé)' =-0,2D(z

- [
0,25D(z!
1 i
1 0,122

! - -
0,12) 0,2(z, -z

Die auf normierte Gréflen umgeschriebene Be-
ziehung fir D, siehe Gleichung (15),lautet schlief3-
lich

; l_ 1
1 (Z1 0,1 22)<O

fir (21)

O _ l
,1 ( 0,1 zy

! >0
2 !
Beim Aufstellen der Rechenschaltung in Bild 14 aus
den beiden letzten Gleichungen bewahrt es sich,
zunidchst die beiden Integriererketten unter Be-
21
ricksichtigung der Faktoren _L_m_ zu bilden. Die
m
Variablen zp, z1 und z3 sind mit alternierenden

Vorzeichen gewahlt, um ohne weitere Verstiarker
die auitretenden Diiferenzenausdriicke zu erhalten,

Eine spezielie Schaltung fiir das nichtlineare
Dampiungsgiied D (2} - 0,1 2h) ist mit Ubertra-

gungskenniirien in Bild 15 gezeigt. Bei positiver
oder negativer Aussteuerung des ersten Verstar-
kers wird jeweils eine der Dioden leitend und bil-

18

det einen Riickiihrungszweig mit Wertigkeit 1 oder
0,1. Der Nachfolgeverstirker addiert.dje positiven
und negativen Bereiche der Kennlinie und beriick-
sichtigt durch die Art der Ankopplung die Schleu-
senspannung der Dioden. Mit derartigen Beschal-
tungen eines offenen Verstdrkers lassen sich viele

~(2,-072,)

e %
7
7
<]j
D>
1o
Y 7 "_‘; (‘iol

K

Bild 14. Rechenschaltung des Zwei- Massen-Systems

-012;-0712;)

7

a7

Bild 15. Nichtlinearer Dampfer

nichtlineare Glieder nachbilden, insbesondere
Funktionen grofler Steilheit, fiir die ein Funktions-
geber bisheriger Art unzureichend ist.

Die folgenden Bilder zeigen einige charakteristi-
sche Diagramme des zweildufigen Schwingers. Der
Antwort auf eine Spannungsfunktion zg = zgp,

a3
Q2
7
a7
| | ! | |
g 700 200 300 400 500

T
2)

200 700 400 500
T

|
o 700

Bild 16. Ubergangsfunktion des
Zwei-Massen-Schwingers

a) mit nichtlinearem Dampfer
b) mit geschwindigkeitsproportionalem Dampfer
(Ubergangsfunktionen in Bild 16) fiir den nichtline-

aren Dampfer und fiir einen Ddmpfer mit.D = 1 ist
zu entnehmen, dafl zwar im nichtlinearen Fall die



Schwingzeit der Masse my linger ist (geringere
Gesamtdampfung), dafiir aber der primire Stof} zu
einer geringeren Amplitude tihrt.

)
Mit einer periodischen Stérung zg = zgm sin 7%
dessen F'requenz Ei-) von 0,1 bis 1,5 in 7 = 300 ver-

andert wird, ergeben sich die Frequenzgéange der
Massen m1 und my in Bild 17. Sie lassen die Reso-
nanzstellen des Systems erkennen,

05

¥l

g5r
o7

Bild 17. Frequenzgang des Zwei-Massen-Systems

a) flir Masse m b) fir Masse m

1 2

Der Einschwingvorgang bei diesen Resonanzfre-
quenzen ist in den Phasendiagrammen (Bild 18) bei-
der Massen gezeigt. Hiernach ist die Abschitzung
von zgp, und zh,, recht gut gewesen. zipy und zY
hétten etwa 2/3 kleiner gewdhlt werden kdénnen.

a)

tor ¢ und alle vom Ausgang abgenommenen Werte
mit 1/c zu multiplizieren. Der neue Wert fir z,,
ist nun

Zm(neu) =

O |

zm(alt) .

Derartige Schaltungskorrekturen werden hdufig fir
umfangreiche Systeme, insbesondere bei sehr
nichtlinearen Gliedern erforderlich sein. Eine spe-
zielle Durchfiihrung an diesem Beispiel sei dem
Leser iiberlassen,

3. Schwingungen kontinuierlicher
Systeme

Schwingungssysteme mit endlich vielen Freiheits-
graden sind durch ein System gewdhnlicher Diffe-
rentialgleichungen zu beschreiben. Systeme mit
unendlich vielen Freiheitsgraden (kontinuierliche
Systeme) haben aber mindestens zwei unabhingige
Variable, z.B. eine Ortskoordinate und die Zeit,
und fithren so auf partielle Differentialgleichungen.
Da der Analogrechner nur eine einzige unabhingige
Variable (7) besitzt, ist eine unmittelbare Nachbil-
dung kontinuierlicher Systeme nicht mé&glich.

Auf folgenden beiden Umwegen gelingt es in vielen
Fiallen, trotzdem eine Losung zu finden.

a) Die Losungsfunktion mancher Systeme 148t sich
als Produkt von Funktionen jeweils einer Vari-
ablen ausdricken, z.B. Ortsfunktion . Zeitfunk-
tion. Durch Treppune der Variablen ist das
System dann auf gewohnliche Differentialglei-
chungen mit Randbedingungen zurickzufihren,
Es entstehen so Eigenwertaufgaben, die mit Ana-
logrechnern zu behandeln sind. Dieses Sepa -
rationsverfahren scheitert aller-
dings bei nichtlinearen Systemen.

b) Von den unabhéngigen Variablen setzt
man eine - meist die Zeit - der Ma-
schinenvariablen gleich., Fiir die lbri-
gen Variablen betrachtet man die Lo6-

sungsfunktion nur an festgesetzten,

diskreten Stellen. Die partiellen Ab-

leitungen nach den so guantisierien Va-
riablen werden durch Differenzenquos
lienten angenihert (Differenzen-

Bild 18, Phasendiagramme des Zwei-Massen-Systems

a) fir Masse mq, b) fiir Masse my

Bild 19. Aufteilung eines Trigers in 5 Segmente

Anderungen der Maximalwerte sind auch ohne er-
neutes Aufstellen der Maschinengleichungen in der
Schaltung moglich, Soll z.B. eine GroBe z am Aus-
gang eines Integrierers um den Faktor ¢ verbes-
sert werden, so sind alle Eingangswerte des Inte-
grierers, d.h. alle Potentiometer., mit dem Fak-

:

verfahren). An jeder der betrachte-
ten Stellen kann nun die Zeitfunktion als
Lésung einer gewdhnlichen Differential-
gleichung erhalten werden. Die partielle
Differentialgleichung 16st sich so in ein
System von gewdhnlichen Differential-
gleichungen auf., Dieses Verfahren ist
auch fir nichtlineare kontinuierliche
Schwinger anwendbar und nur durch die
Zahl der Rechenelemente des verwen-
deten Analogrechners begrenzt, der nun
alle ''"Teilsysteme'' gleichzeitig 16sen

= mull,

3.1 Schwingungen eines vorspringenden Trigers
An dem in Bild 19 gezeigten Triager der Lédnge L
sollen Vibrationsuntersuchungen in z-Richtung

durchgefiihrt werden, Die Bewegungsgleichung lau-
tet flir kleine Auslenkungen wie folgt:
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2

2
g I;/I+q(x)a—§= 0 mit M = EJ(x) 9 ; . (22)
ox at 0x

Die Zeit t und die Liangenkoordinate x (von der Ein-
spannstelle des Triagers aus gerechnet) sind die
beiden unabhingigen Variablen des Systems. Das
Biegemoment M ist durch ein x-abhingiges Fli-
chentridgheitsmoment J(x) gekennzeichnet, das sich
aus der verjiingenden Form des Trigers ergibt.

E .ist der Elastizititsmodul. SchlieBlich ist durch
eine variable Flichenlast q(x) (Masse je Linge) die
Massenverteilung im Triger beriicKSichtigt.

Zur Lésung der partiellen Differentialgleichung
sind Randwerte (6rtlich) und Anfangsbedingungen
(zeitlich) erforderlich. Wenn keine Momente und

keine Scherkrifte g—%—f— vorliegen, lauten die Rand-

werte an der Einspannstelle (x = 0) und am Triger-
ende (x = L)

az!t! =0

dx

oM,
dx

Die Anfangsbedingungen (t = 0) ergeben sich bei
einer vorgegebenen Auslenkung des Triagers, z=f(x),

zu
dz(x) =0
ot

Zur Lésung dieses Schwingungssystems nach der
Differenzenmethode wird die Problemzeit t durch
7 =1t der Maschinenvariable © zugeordnet. Diean-
dere unabhingige Variable x mufl dann quantisiert
werden, was hier durch Teilung des Trigers in

5 Segmente jeweils der LangeAx = L/5 erreicht
wird. Es werden demnach nur die Auslenkungenzq,
29,..., 25 der einzelnen Abschnitte betrachtet, Um
die Aufgabe auch mit kleineren Analogrechners be-
handeln zu kénnen, wird auf eine feinere Untertei-
lung verzichtet.

x =0: z(t) =0,

(23)

0

x = L:  M(t)

z(x) = f(x) (24)

Die partiellen Ableitungen 2. Ordnung nach x kén-
nen an der Stelle "i'" wie folgt in Differenzenquo-
tienten umgewandelt werden

2 f -2f +f.
a_f _ i-1 12 i+1 . (25)
0x |x = x (Ax)

Hiermit schreiben sich die beiden partiellen Diffe-
rentialgleichungen (22)

- +
My - 2M A+ M, dz
2 *a T =0
(Ax) dt (26)
z -2z + z.
ao=pg L LB, s
- h {Ax)

Das Ergebnis ist somit ein System von gewdhnli-
chen Differentialgieichungen.
D.e Ranzwerte, Gleichungen (23),

Az
z=('und—-‘*=0fﬁri:l
. % 2

sind nur mit z] =0
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aMi 1
=0 —_— Gr i =5 =
Ml und 3% 0 firi=T3 D)

mit M5 = 0 zu erfiillen,

Beziehen wir schliefilich die Koordinaten zj auf die
Ruhelage des Trigers, so folgt aus den Anfangsbe-
dingungen mit £(t=0) = 0
dzi (t =0)
Zi(t=0)=0' _dt—-—=0-
Nehmen wir fiir die Rechnung folgende Systemwerte
an

Tragerlange L = 5 m

Tréagerhshe H, nimmt ab x = 2m gleichmaBig auf
H/2 ab

Elastizititsmodul E = 575+ 10° kp/cms.

Flachentrigheitsmoment J = 4000 cm4, nimmt
von x = 2m mit H3 auf 500 cm? ab,

Flachenlast g = 200 kg/m, nimmt von x = 2 m
linear bis 100 kg/m ab.

Hiermit errechnen sich die Werte (nur die nachfol-
gend notwendigen)

J, =4000 em? 9, = 200 kg/m
J, = 4000 cm? qq = 183 kg/m
Jy =3080 em? q, =150 kg/m
J, =1780 em? qg = 116,7 kg/m.

Fiihren wir zunichst folgende Normierungswerte
ein:

. 4

J. =J * Jmax=4000 cm

(27)

i
q. =q_. l_l ST 100 kg/m

s0 erhidlt man fiir die Zahlenwerte von jj und 1y

i =1 L, = 0,5
iy =1 1, =0,545
jg = 0,770 1, = 0,667
jy = 0,420 1 =0,855.

Mit 7 = 2t und Gleichung (27) folgt aus Gleichung(26)

EJ max
"o - + -
21 TP L (emy  + 2 my r?i+1)
qmin'
mit m, = i (71—1 -2 Ll+ Zi+1) (28)
i=1,2,...,5

Um die Gleichung moglichst zu vereinfachen, wird
EJ
2 m

14 = ax

gesetzt, mit den Systemwerten er-

q Ax)

min
T
rechnet man 4 = 150 s~ ¢,
Um einen unmittelbaren Vergleich aller z; zu ha-

. 1 . P
ben, setzen wir alle zj,, und Zim gleich und kénnen
so auf eine Amplitudennormierung verzichten.



Somit lautenr ¢ e»ooinen zu o simulierenden Glei-
chungen
28 = 0,5 (-, + 2 2
< 1 p
U2 54 (e o e
zg 0,545 (nA2 2y, + 1114) =9
z;‘ = 0,667 (—1113 + 2 11\.4) “

-2 =0,855 (+ m )

o

N T O ot
r—i" 7 *
02 7 %
: 1,05
iy
Jp=7
7
O >0 ]
1,-0,545
s 4 lag
70
J;=0,770
7 7
>0
e 1,=0,667
My
‘]('1=0,4<5’0
_Zj

E&
.I 15=0,855

Bild 20. Rechenschaltung des schwingenden Trigers

a)

30 700

Bild 21. Schwingungen des Trégers
bei sprungférmiger Erregung
durch ein Moment am Segnment 1 (Bild a)
und am Segment 3 (Bild b)

mit
Myt %
Sm, =, (2 z, - 23)
n13=33 (22-2z3+24)
Smy =, (- 23+224-25)

Sie sind mit alternierendem Vorzeichen aufgefiihrt,
um die Rechenschaltung in Bild 20 mdéglichst ein-
fach bilden zu kdnnen.

Aus der Vielzahl der Untersuchungen an einem sol-
chen System sei die Erregung der Trédgerschwin-
gung durch eine Sprungfunktion gezeigt, die mit
Potentiometer a in der Schaltung, z.B. auf my,
wirksam wird und so einem sprungférmigen Mo-
ment dem Trégersegment ''1'' entspricht. In Bild 21
ist die Schwingung des Trédgers durch Aufzeichnung
der 4 Auslenkungen z,,...,z5 wiedergegeben. Wiah-
rend bei Erregung am 1. Abschnitt vor allem die
Grundschwingung des Trégers angeregt wird, 1aft
ein Sprungmoment am 3. Segment bereits deutliche
Anteile an Oberschwingungen erkennen.

Das Beispiel zeigt, daf ein kontinuierliches System
bei der Ldsung am Analogrechner letztlich durch
endlich viele Einzelsysteme angendhert wird. Die
Zahl der Segmente bestimmt die Genauigkeit der
Simulation. Eine bessere Unterteilung in z.B. 10
Segmente hitte einen Elementeumfang von 9 - 3 =27
Rechenverstdrkern bendtigt.

Die Grenzen des Analogrechners sind aber schnell
erreicht, wenn das System aufler der Zeit noch
zwel unabhéingige Variable x und y hat. Der Ele-
mentebedarf steigt quadratisch mit der Zahl der
Quantisierungsschritte. Bei 10 - 10 = 100 Stiitz-
stellen der Lésungsfunktion benétigt man etwa 300
Rechenverstéirker, so dafl derartige Probleme mit
anderen Rechenmethoden behandelt werden sollten.
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